Ratz Laszlo Vandorgylilés, Székesfehérvar

Béres Zoltan
beres@tippnet.rs

Algoritmusokkal kapcsolatos matematikafeladatok
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Bevezeto
Az algoritmus fogalmanak ,naiv’ értelmezeése:

Egy adott szabalyrendszer szerint egymas utan kovetkezo6
lépesek sorozata.
El6fordulasi maodja:
1. A feladat maga tartalmaz algoritmust.
2. A feladat megoldasa soran alkalmazunk algoritmust.

»...mindig azt kell csinalni, hogy...”

Altaldnosabban nézve szinte minden tevékenységben jelen van
az algoritmus.



1. Egy csiga a koordinata-rendszer origojabadl indul, és az abran
lathatd modon folytatja utjat. Masodpercenként 1 egységet tesz
meg.

a) Melyik pontban lesz egy 6ra mulva?

b) Melyik pontban lesz 2017
masodperc mulva? #
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(1. feladat)

Tovabbgondolasra:

1. Milyen id0 alatt éri el a csiga utjanak azon pontjait, amelyek a
tengelyek szogfelezojere illeszkednek? Hany masodperc alatt éri
el a (100;100) pontot?

2. Adjuk meg azt a hozzarendelési szabalyt, amely a k szamhoz
hozzarendeli a csiga helyének a koordinatait a k-adik [épés utan!
3. Adjuk meg az 1. pontban megadott hozzarendelés forditottjat
(inverzeét)!

4. Adjunk meg a csiga mozgasara egy masik algoritmust, és
valaszoljuk meg a feladat kérdéseit! (Otlet: példaul a csiga
menjen csigavonal alakban)



(1. feladat)

Megjelen6 meélyebb matematikai tartalmak:
— esetszétvalasztas paritas szerint
— egeszresz
— teljes indukcio
—a negyzetszamok surlseégenek abrazolasa
— inverz fuggveny



Alljunk meg egy szoral

Az ilyen feladatok jellemzdi:
— szovegesek
— kreativitast igenyel a papiron valo megjelenitesuk
— minden diak hozza tud szolni
— szerepet kap a sejtés—allitas—bizonyitas folyamata
— nem mindig latszik, milyen matematikai ismeretre
tamaszkodik
— alkalmasak mélyebb matematikai tartalom megjelenitesére
— varialhato feladatok (sokmindent lehet kérdezni)

...6s még egy sor dolog, amit mar nem akartam leirni, vagy
amire nem is gondoltam...



2. Az A, B és C gépek mindegyike be tudja olvasni az (m;n)
szampart tartalmazo kartyat, ahol m és n egész szamok, majd uj
kartyat ad ki. Ekozben

(1) ha az A gép beolvassa az (m;n) szampart tartalmazo
kartyat, akkor kiad egy uj kartyat, amelyre az (m—n;n) szampar
van nyomtatva;

(2) ha a B gép beolvassa az (m;n) szampart tartalmazo
kartyat, akkor kiad egy uj kartyat, amelyre az (m+n;n) szampar
van nyomtatva;

(3) ha a C géep beolvassa az (m;n) szampart tartalmazo
kartyat, akkor kiad egy uj kartyat, amelyre az (n;m) szampar
van nyomtatva;

A kezd6 kartyara a (19;81) szampar van rairva. Vajon
lenetséges-e a harom gép valamilyen sorrendben valo
felnasznalasaval megkapni azt a kartyat, amelyen a kovetkez6
szampar talalhato: a) (7;13); b) (12;21)7



(2. feladat)

Tovabbgondolasra:

1. Melyik az a legkevesebb l|épés, amellyel az a) feladat
megoldhato?

2. A feladat megoldhatosaganak szukséges feltétele, hogy ha egy
szam osztoja a kiindulasul vett rendezett part alkoto ket szamnak,
akkor osztdja legyen a celként megadott rendezett part alkotd ket
szamnak. Ez elégseges is?

3. Mi valtozik, ha csak a pozitiv szamok halmazara korlatozzuk a
feladatot?

4. Ha lenne egy D gép, amely a beolvasott (m;n) szamparra
(mn;n) szampart adna valaszul, hogyan valtozna feladat?



5. Hatarozzuk meg, mely n természetes szamok esetéen

n+5
egyszerUsitheté a g, 4 o tort!



(2. feladat)

Megjelen6 meélyebb matematikai tartalmak:
— rakmaodszer
— a legnagyobb kozos oszt6 fogalma, és kapcsolata a tobbi
kOzOs osztoval
— invarians tulajdonsag fogalma
— euklideszi algoritmus



3. Egy négyzet alaku erdé tizezer fabdl all. A fak egy észak—déel,
lletve  kelet-nyugati iranyu négyzetracs racspontjaiban
helyezkednek el ugy, hogy minden sorban €s minden oszlopban
100 fa van. Egy kis madar barmelyik fardl a t6le északi,
délnyugati vagy delkeleti iranyban lévé legkozelebbi fara repulhet.

a) El tud-e jutni barmelyik farol barmelyik fara?
b) Visszatérhet-e a kiindulasi pontjara 50 felroppenés utan?



(3. feladat)

Tovabbgondolasra:

1. A madar az erd6 kozepén van valahol. Mely fakat tudja 5
atszallassal meglatogatni?

2. A megadott erddben melyik az a két fa, amely a legtobb
madaratszallasra van egymastol (mikozben a madar mindig a
legrovidebb uton repul)?

3. Hogyan modosulnak a feladatra adott valaszok, ha a kis madar
északi iranyu csak dupla olyan hosszu lehet, mint az eredeti
feladatban?

4. Adjunk meg egy eljarast, amellyel az el6z0 pontban vett
valtozas esetéen a madar megadott koordinataibol ki tudjuk
szamolni, hogy eljuthat-e egy adott koordinataju pontba!



(3. feladat)

Megjelend mélyebb matematikai tartalmak:
— vektorok komponensel
— koordinatak paritasa
— tavolsagfogalom



4. (Hanoi tornya jaték) Az A rudon n darab kulonb6z0 nagysagu
korong van nagysag szerint elhelyezve, legalul a legnagyobb.
Ezeket a korongokat kell atpakolni a C rudra ugy, hogy kozben:

— felnasznalhatunk egy harmadik, B rudat;

— egy lepésben csak egy korongot mozgathatunk;

— mindig csak nagyobb korongra helyezhetunk kisebbet.

a) A hanoi tornya jatékban a korongok athelyezese megoldhato-e
tetsz6leges szamu korong eseten”? Valaszunkat indokoljuk!
b) Legkevesebb hany |épésben lehet megoldani az atpakolast?




(4. feladat)

Tovabbgondolasra (a la Dobos Sandor):

Hany lépéssel oldhatd meg a feladat a korongok szamatol
fuggben, ha:

1. A-rol C-re és C-rdl A-ra nem lehet korongot athelyezni.

2. Megengedett lepések csak: A-rol C-re, C-rél B-re, B-rél A-ra.

3. Az alapfeladatot ugy modositjuk, hogy a korongok nagysag
szerinti 0sszetételét modositjuk: a legkisebbdl 1 van, a masodik
legkisebbdl 2 darab, és igy tovabb.

4. Nem harom, hanem négy rud van, kulonben minden mas
feltétel valtozatlan.



(4. feladat)

Megjelen6 meélyebb matematikai tartalmak:
— rekurzio
— teljes indukcio
— teleszkopikus O0sszeg
— mertani sorozat 0sszege
— szamrendszerek



5. Az abran levo 20 cm x 20 cm-es csempekkel egy 80 cm x 80
cm-es feluletet szeretnénk kicsempézni. A feluleten a csempéken
levd negyed korvonalak osszekapcsolddnak.

10cm 10cm

10cm

S

a) Legfeljebb hany cm lehet az 0sszekapcsolodott gorbe vonal
hossza?

b) Mi a valasz az a) kérdésre eqgy 60 cm x 60 cm-es felulet
esetén?




(5. feladat)

Tovabbgondolasra:

1. Hanyféleképpen lehet kicsempézni a feladatban szerepld
feluletet?

2. A csempéket helyezzik el véletlenszerlen (példaul
pénzfeldobas segitsegével). (Esetleg a véletlen elballitast
kombinaljuk valamilyen geometriai transzformacioval.) Mit
allithatunk biztosan a keletkezett mintakrol? Milyen hosszu lehet
a leghosszabb zart gorbe?

3. Mi a helyzet kulonboz6 meéretl negyzetek kicsempézése
esetén?

4. Mi a helyzet kulonboz6 meéretl téglalapok kicsempézése
esetén?



5. Talaljunk ki egy kodolasi eljarast, amely lehetové teszi, hogy
egy szoveget csempesorozattal kodoljunk!



(5. feladat)

Megjelen6 meélyebb matematikai tartalmak:

1. ,Legjobb” és ,legrosszabb” esetek

2. Mddszeres probalkozas

3. A véletlen sokszinlsége (esztétikai nevelés)
4. Geometriai transzformaciok, szimmetria

5. Titkosiras



6. Négyzet alaku feluleteket feher és fekete csempékkel rakunk
kii. Az abran 4, illetve 9 fekete csempét tartalmazod feluletet
abrazoltunk. Minden sarokban fekete csempe van, a fekete
csempek korul pedig minden csempe fehér.

sjuiej=ie

a) Hany fehér csempe szukséges annak a feluletnek a
lefedésehez, amelyen 25 fekete csempe van?

b) Van-e olyan szabalyosan kicsempeézett negyzet, amelyben
2017 fehér csempe van?




(6. feladat)
Tovabbgondolasra:

1. Mas mintak szerinti csempézés (példaul legyenek feketék
pontosan az atlok csempéi)

2. A feladatban szerepld neéegyzetsorozat mindegyik tagjabdl
eltavolitunk a kozepéebdl egy akkora négyzetet, amekkora az
el0zo tag volt.

3. Mikor lesz a kovetkez0 olyan év, amikor megoldhatd lesz a
feladat b) resze?



(6. feladat)

Megjelen6 matematikai tartalmak:
— Rekurzié
— Binom négyzete
— Masodfoku polinom tényezdkre bontasa



/. Egymas mellett a kovetkezo negy gomb all:

B0 0

Kettobn mosolygos, ketton pedig szomoru arc van. Ha
megnyomunk egy gombot, akkor a rajta levo arc atvalt
(mosolygosbol szomoruba vagy forditva). Ezen kivul a
szomszedos gombokon levd arcok is atvaltanak.

a) Legkevesebb hanyszor kell megnyomni a gombokat, hogy
mindegyiken mosolygods arc legyen?

b) Mosolygossa tehetb6-e az Osszes arc tetszdleges
alaphelyzetbdl kiindulva?




(7. feladat)

Tovabbgondolasra:

1. Tegyuk fol, hogy egy gombnyomassorozat mosolygossa teszi
az Osszes arcot. Mi tortenne, ha ebben a sorozatban két
gombnyomast folcserélunk?

2. Mi a valasz a b) kérdéesre 3 arc esetén?

3. Mi avalasz a b) kérdésre 5 arc eseten?

4. lgazoljuk, hogy ha k arc eseten tetszdleges alaphelyzetbdl
kiindulva mosolygossa teheté mindegyik, akkor k+3 arc esetén is

ez igy van!



(7. feladat)

Megjelen6 meélyebb matematikai tartalmak:

— Esetek osztalyozasa a probalkozasok leroviditése érdekében
— Muveletek tulajdonsaga (felcserélhetdseg, tarsithatosag)

— Bonyolultabb esetek visszavezetése egyszertibbekre



8. Egy haromelem( halmazbdl kiindulva, amelyen a ,cseréld az
osszegre” muveletet hajtjuk vegre, egy uj haromelemi halmazhoz
jutunk, amelyet ugy kapunk, hogy minden elemét felcseréljuk a
masik ket elem Osszegére. Példaul a {3; 4; 6} halmazbdl a
{10; 9; 7} halmazt kapjuk, majd ebbdl a {16; 17; 19} halmazt. A
{20; 1; 3} halmazbdl kiindulva 2017 lepés utan mennyi lesz a
kapott halmazban

a) két elem kozott a legnagyobb kulonbség?

b) a legkisebb elem?




(8. feladat)

Tovabbgondolasra:

1. A Kkiindulasi halmaz tartalmazhat-e 3 (nem feltétlendl
kulonbozd) primszamot ugy, hogy az els6 lépés utan ismét 3
primet kapjunk?

2. Az elsO lepés elvegzése utan legfeljebb hany prim lehet a
kapott halmazban?

3. Minden lépést kibovitunk azzal, hogy a halmazban az elemeket
lecseréljuk a 3-mal vett osztasi maradékaval. Mely esetekben és
a hanyadik 1épésben kaphatunk {0,0,0} halmazt. Es ha 3 helyett
4-es osztasi maradekokkal szamolunk?



(8. feladat)

Megjelen6 meélyebb matematikai tartalmak:

1. Invarians tulajdonsag (allandésag a valtozasban)
2. Hatvanyokkal valé szamolas

3. Nagy szamok

4. Paritasvizsgalat, mas maradéekosztalyok

5. Ikerprimek



9. Mindegyik pozitiv _egész szamot kiszinezzuk. A szinezés
szabalyal a kovetkezOk:

(1) Mindegyik szam vagy piros, vagy zold.

(2) Barmelyik ket kulonbozo piros szam 0sszege piros.

(3) Barmelyik két kulonboz6 zold szam 0sszege zold.
Hanyféelekeppen vegezhetd el a szinezés?




(9. feladat)

Tovabbgondolasra:
1. Hogyan valtozik meg a megoldas, ha a nullat is hozzavesszuk
a kiszinezend6 szamok halmazahoz?
2. Hogyan valtozik meg a megoldas, ha az 0sszes egész szamot
szinezzuk?
3. Mddositsuk a feladatot ugy, hogy a pozitiv egész szamokbal
képzett rendezett parok halmazat kell kiszinezni. A szinezeési
szabalyok valtozatlanok, de most az 0sszeadas alatt az

(a;b) + (c;d) = (a+c;b+d)
muveletet érjuk.



(9. feladat)

Megjelen6 meélyebb matematikai tartalmak:
— generatorhalmaz
— indirekt okoskodas



10. A Rettentd Rengetegben 6 vérfarkas, 17 unikornis és 55
oriaspok él. Ha egy vérfarkas megeszik egy oriaspokot, akkor
unikornissa valtozik, ha pedig megeszik egy unikornist, akkor
oriaspokka valtozik; hasonléan, ha egy oriaspok megeszik egy
unikornist, akkor verfarkassa valtozik. Legfeljebb hany lény

marad a Rettentd Rengetegben, amikor mar senki senkit nem tud
megenni?



(10. feladat)

Tovabbgondolasra:

1. Elo6allhat-e olyan helyzet, hogy mindharom lénybdl ugyanannyi
van?

2. Legkevesebb hany leny marad, amikor mar senki senkit nem
tud megenni?

3. Modositsuk a szabalyokat: amikor egyik leny megeszi a
masikat, akkor két darab harmadik fajta lény keletkezik. Mit
érdemes ilyenkor kérdezni? (Pl. véget érhet-e az evészet ebben
az esetben,...)

4. Adjunk meg egy ,evésrendet” ugy, hogy mindharom lény
létszama prim legyen.



5. Van-e olyan kiindulasi helyzet, amelynél osszesen 50 lény van,
de az egymas megevése soran egy adott pillanatban
mindegyikbdl 10 darab lesz csak?



(10. feladat)

Megjelen6 meélyebb matematikai tartalmak:

— paritas

— egy folyamat leirasa annak tulajdonsagai ismeretében
— lépések 0sszevonasa (fuggvénykompozicio)



11. Peti a szuletésnapi zsurjan egy tabla csokit szeretne
szétosztani. A csoki 3 x 7 ,kockara” van osztva, hogy konnyebb
legyen széttordelni. Mivel éppen 21-en vannak a zsuron, ezert
Peti anyukaja elkezdi 0sszetorni a csokit kockakra. Mindig egy
darabot tor ketté egy bejelolt ,.el” mentén.

Adjunk meg egy algoritmust, amely tetszGleges tablameéret
esetén a legkevesebb szamu toréssel apritja fol a csokitablat
egysegnyi ,kockakra!



12. Egy tetraéder éleire felirtuk az 1, 2, 3, 4, 5, 6 szamokat.
Ezutan minden csucsra elvegeztuk a kovetkez6 miveletet: az ide
futd éleken |évo szamokat osszeadtuk, és az eredményt rairtuk a
csucsra. Kaphattunk-e a csucsokon egyenlé szamokat?



(12. feladat)

Tovabbgondolasra:

1. Mi a helyzet mas szabalyos testek esetén?

2. Vizsgaljuk meg a kérdést mas poliéderek esetéen is (kulonos
tekintettel a haromoldalu hasabra)!



13. Fedjunk le egy sakktablat 28 darab 2x1-es dominoval ugy,
hogy egy domindt se lehessen elcsusztatni a tabla sikjaban ugy,
hogy a domind tovabbra is a tablan maradjon!



14. Bergengociaban pénzreformot vezettek be. Ezentul csak
harombengocos és hétbengocos lesz.

Mely 0Osszegek fizethetbk ki visszaadas nélkul, illetve
visszaadassal?



Forras:
1. Kenguru versenyek
2. A Szerbiai Matematikusok Tarsasaganak versenyei

3. Bergengoc példatar 2.
4. Bonifert verseny

A feladatok letolthetOk a kovetkezd helyrdl:

http://members.tippnet.rs/beres/01 eloadasok/eloadasok.htm



