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1. Bevezeb

A legtébb ember szereti, ha nagyjabdl tudja, mzémithat az életben. Amikor
teszlnk valamit, aminek tébb kimenetele is lehetagyunk automatikusan probalja
megfejteni, hogy mi lesz a végkifejlett. Osszehdisamk, prébalunk logikus
kovetkeztetéseket levonni, azonban sok olyan esgtamikor ha csak az 6sztoneinkre
hallgatunk, végul hibas elképzelésiink lesz a védkifél. Nagyon egyszérpélda erre,
hogy sokan azt hiszik, hogy a 7-es lotton semmlyeméa, hogy az 1, 2, 3,4, 5,6, 7
szamok jojjenek ki, amikor pont ugyanannyi a nyenésdszirisége ezzel a
kombinacioval, mint barmely masik 7 szamra, flggsil attdl, hogy egymast
kovebek. Taldn épp ezért is alakult ki a valos®dégszamitas, hogy a dolgokat
szamokba ontsuk, igy elkertljik az ilyen eseteketnban hiba lenne azt hinni, hogy
ez segit minden esetben megéllapitani a legval@iszineseményt, ugyanis a
matematikanak ez az aga teli van a ,j6zan észndléntmondo6 latszélagos

ellentmondasokkal.

Dolgozatom célja, hogy rovid betekintést nyljtsakzelmek a
valGsziriségszamitasi paradoxonoknak a vilagaba. Néhanyl@ara ismertetésén és
vizsgalatan kivil még szeretném rairanyitani a digyet arra is, hogy a legtobb

paradoxon feloldhatd, ha kélprecizitassal vizsgaljuk a problémat okozo esetet.

Foglalkozom a paradoxonok kialakulasaval és feftaroaz altalam
legérdekesebb- nek és legtrikkdsebbnek tartottszaiségszamitasi paradoxonokat.
Természetesen a terjedelmi keret nem engedi, hagysszes ilyen latszdlagos
ellentmondassal foglalkozzam, de igyekeztem a éelegfsokszitibb izelitit adni erél

a kuloénos vilagrol.

Azonban ahhoz, hogy ezt a témat targyaljam és a&igsy, ebszor is tisztaznom

kell, mi is az a paradoxon.

Definicio: A paradoxon egy olyan megi@g@llitas, amely a korabeli emberek szemében

szinte hihetetlen vagy legaldbbis ,a j6zan paraszinek” ellentmondani latszik. [1]



2. Klasszikus paradoxonok

Az el ismert paradoxonokat 2500 éve eleai Zénon fogabmaeg. Tanara,
Parmenidész, elméletét probalta paradoxonokkalaraki$ztani, amely szerint az
erzekeinkkel alkotott képunk a vilagrol félrevegzetkonkrétabban, hogy mozgas

igazabol nem létezik, az csak illuzio. Zénon paraai kdvetkeznek.

2.1. Akhilleusz és a tekrés

Az Okori gorog vilagban futdversenyt rendeznek Alkhisz, a leggyorsabb
gorog, és egy tekis kozott. A teksbk nem szamitanak tul gyors allatnak, igy
Akhilleusz 6nbizalomhianyban nem szenvedve, naggham 100 méter @yt ad a

hillonek. A gyztes kiléte még igy sem kérdéses... Vagy mégis?

Eld6rren a pisztoly, indul a verseny. Akhilleusz pgrassal ott terem, ahonnan
a tekrbs indult, azonban ez ddalatt ellenfele is haladt egy keveset. Akhilleum
torpan meg, szinte egy szempillantas alatt ottmerahol az ébb a tekids volt,
azonban ez il alatt az allat ismét haladtéeé egy keveset. Akarmilyen gyorsan is ér
oda gorog futdbajnokunk, ahol ellenfele egy pilltalakorabban volt, ez & alatt
ellenfele is halad 8te, igy mindig eltte is marad. Ez az érvelése Zénonnak azt probalja

igazolni, hogy Akhilleusz sohasem fogja meégeil, vagy akar csak utolérni a hiill

Ma mar tudjuk, hogy végtelen sok szam 6sszegehatattges eredményt. Ha
O0sszeadjuk azokat azogkzeleteket, amelyek szilkségesek Akhilleusznak, letéye a
amennyire sziksége van a gorognek, hogy utolégendszetesen, ha tdbbbtdadunk
meg is fogja dizni. [2]



2.2. Afanak hajitott k 6

Meleg, napos nyari délutan van az okori Gorogayisah, még a szél sem fj.
Zénon, unatkozo filozéfusunk, szeretne napszuraphik ezért ahelyett, hogy egy fa
alatt his6lne,6 8 méternyire all egy fatol, kezében edy&l. Haragszik a fara, mert az
nem mellette, hanem 8 méterrel arrébb van, ezértdimt, bosszubol megdobja a
kezében lé¥ kovel a fat. A kovet a fa felé hajitja, azonban saételése szerint

bosszuja nem fog beteljesedni, mertaskhasem fogja elérni a fat.

Ervelése a kovetkéz Ahhoz, hogy a & elérje a fat, &lszér meg kell tennie a
koztik 16w tavolsag felét, vagyis 4 métert. Ekkor & & méternyire lesz a fatol, és
ahhoz, hogy végul célba érjen, ismét meg kell eanhatralé¥ tavolsag felét, vagyis 2
métert. Ezt az elvet kdvetve érlek ezutan 1 métert, majd fél métert kell megtenége
igy tovadbb a végtelenségig. Tehat G dohasem fogja elérni a fat, mert ahhoz, hogy

elérje, mindig meg kell tennie a kdztik édavolsag felét.

Ha jobban megvizsgaljuk ezt a paradoxont, rajdtietiira, hogy ez lényegében
az ebzé egy variansa. A feloldas gondolatmenete ugyamaz, az ebz6 esetben, mert
tudjuk, hogy a végtelen sok szam 0Osszege is leBgesy Ha megfigyeljuk aodk
megteend tavolsagait (4, 2, 1, 1/2, .. méter) egy mértamozatra lelhetiink ra. A
mértani sorozat elemeinek 6sszegét pedig kiszatikhaz
_qn

S, =a
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képlettel (ahola = 4 a kezdelem, q = % pedig a kvociens), ha-t a végtelenbe
tartonak vizsgaljuk.
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Tehat a k 6sszesen 8 métert fog megtenni, ami pont a kihtdelyzete és a fa kozotti

tavolsag, vagyis el fogja érni a fat.



2.3. Anyilvess®

Zénon ebben a paradoxonaban egy kepyilvess#t vizsgal. Azt allitja, hogy
ha a nyilvessit az i egy adott pillanatdban vizsgéljuk, akkor a nyid#s
nyugalomban van. Egy dgillanatnak nincs idbeli kiterjedése, és édnélkil nem
létezik “mozgas”, tehat a nyilnak ekkor nyugalomkeh lennie, nem mozoghat. Ha ezt
a logikat kivetitjuk a nyil mozgasi illdziojanak ljes idejére, ezt az & dsszes
pillanatéra igazolni tudjuk és levonhatjuk a koetletést, amely szerint a nyil minden
pillanatban nyugalomban van, tehat a mozgas ckekal

Ma mar tudjuk, hogy az évizsgalata nélkil teljesen értelmetlen sebegéégr
beszélni, a sebesség csalbben értelmezett (F|Z|kabol.v:?). Ez alapjan nem

allithat6é az, hogy ha valami egy adott pillanatbgngalomban van, az nem mozoghat.
Minden léted dolognak van térbeli 1étezése létezésének teli@stervalluméban, és

csak azeért, mert ha ezt az intervallumot végtelesak végtelenll kicsi szakaszra
bontjuk, akkor a szakaszokban nem érzékélhat mozgas, ha egy nagyobb
intervallumban a test térbeli helyzete megvaltozikor a test mozgott. igy megbukott

Zénon elmélete a mozgas illuzigjaral. [2]

Lehet, hogy ezek a paradoxonok korunkban mar eégbasagnak hangzanak,
de szerintem nagyon jol szemléltetik az emberi gtkutias fejpdesét. Az, ami ma
nekilnk teljesen logikus és megk&edezhetetlen, 2500 éve még komoly fejtorést tudott
okozni a kor nagy gondolkoddéinak.

Azonban az ézé6 paradoxonok nem valésiiseégszamitasi paradoxonok voltak,

de akkor mit keresnek a dolgozatomban?

A témam megértéséhez fontosnak tartom ismertetfkeadeteket”. Ahhoz,
hogy valamit megértsiink, hogy valahova eljussurét, &gy kiindulasi pont is, ami

ebben az esetben Zénon paradoxonai.



3. Néhany egyszeaitbb paradoxon

Ebben a fejezetben mar a valdésrgszamitasi paradoxonokésaderep. Ezek
azonban mar mind az utébbi 6tszdz évben lettekrp@apietve, ugyanis maga a
valOsziriségszamitas is csak a XVII. szazadban valt kil@vag matematikanak a
szerencsejatékoknak koszortdest. ime bemelegitésnek néhany nagyon egfyszer

valOsziriségszamitasi paradoxon. Prébalja meg megvalasz&livetked feladatot!

3.1.1. A macskak esete

Egy embernek két macskaja van, legalabb egy k&zdim. Mennyi a

valbszirisége annak, hogy mind a kektim?

Amennyiben a valasza 1/2 volt akkor a tobbségletzik. Azonban, mint
sokszor, a tébbség téved. Jeldljuk a macskak nen{fm) és N (dstény) beivel. A
két macska igy 4 kiulénb6ézosszeallitasban szerepelhet: HH, HN, NH, NN. Mivel
tudjuk, hogy az egyik macska him, ezért az utoldli dészeallitas kiesik. Azonban a
maradék 3 lehéségldl csak egy esetben, HH esetén, lesz emberiink ntimakéskaja
him, tehéat a helyes valasz 1/3. Ez a feladat eggzegibb paradoxon, azonban nagyon
jOl tukrozi, hogy a latszat néha csal. Tekintsik meg enndkladatnak az egyik

variansat! [3]

3.1.2. Szines macskak

Egy embernek két macskaja van, egy fekete és dgy.f& fehér macska him.

Mi a valbszirtisége annak, hogy mind a Keltim?
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Ha azt gondolta, hogy a megfejtés tovabbra igvidBadt, akkor ismét téved. Ha
felirjuk megint a HH, HN, NH és NN lehi&tégeket, ugy, hogy minden esetben a& els
beti a fekete, a masodik a fehéret jeldli, lathatjukgy most 2 lehékséget kell
kihiznunk a listardl, és csak a HH, NH lelsgtgek maradnak. Most tényleg 1/2 lett a
valészirisége annak, hogy mindkét macska him. [3]

3.2. Simpson-féle paradoxon

Tekintsik meg ezt a nagyon érdekes feladatot!

LAndrasnak van egy fekete és egy zold kalapja. Kete kalapba 5 piros és 6
kék golyot tett, a z6ldbe 3 pirosat és 4 kéketaBek is van egy fekete és egy z6ld
kalapja, a fekete kalapba 6 piros és 3 kék, a ®bMpiros és 5 kék golyot tett.
Mindketten megallapitottdk a sajat kalapjaikat néke, hogy a piros golyé hluzasanak
valbszirisége nagyobb a fekete kalap esetén. Mi a helyaetshzedntik a két fekete

kalap tartalmat és a két zoldét is?” [4]

A P=— (k- kedved esetek szama,— 0sszes eset szama) képlettel allapitsuk
n

meg a piros golyé hizasanak valdsisigeét kalaponkeént.
Andras a fekete kalapjélbéli1 valbsziriséggel haz piros golyét, még a zéilb
3 5_3 ) , AN s
2 valoszwﬁlseggel.l—1 > e tehat a feladat Andrasra vonatkoz¢ éllitasa igaz.
) .,(,)IE_S_Z R © B p
Béla a fekete kalapjab 573 a zoldl ﬂvalosznmseggel haz pirosat.
s s 2 9
Bélara is igaz a feladat allltas§,> "

De mi torténik 6sszedntés utan?



A fekete kalapban 5+6=11 piros és 6+3=9 kék ledzat ebbl a kalapbél%

valbsziriséggel huzhatd piros golyé. A zold kalapban 3+9pi@s és 4+5=9 kék

golyo lesz, tehét;—zlvalészirﬁiséggel lehet piros golyét huzni bBid. ;—(1]<;—i az

dsszeodntés utan a zold kalapbol lehet nagyobb ziali&®ggel piros golyot hizni. [4]

Meghokkend, de nincs semmi hiba a levezetésben, valobansiepes, hogy:

a+tx _c+v
b+y d+z

a_c, X_V
—>— @s—>—, de
b d z

y

3.3.  Lewis Carroll valésziniségszamitasi abszurdja

Egy zsakban két zseton van, mind aketgy piros (P) vagy fehér (F). Talaljuk
ki a zsetonok szinét anélkul, hogy megnéznénk,emilyziiek. Lewis Carroll szerint

csak egy lehetséges megoldas van, hogy az egyikzgieos a masik pedig fehér.

Indoklasa a kovetkéz Tegylk fel, hogy a zsakban nem Kethanem hérom
zseton van, méghozza két darab piros és egy fdEkkor a P huzasanak a
valOszirisége 2/3 lesz. Ez forditottan is igaz, harom zset®tén csak akkor 2/3 P

hldzasanak val6sZisége, ha a zsdkban két piros és egy fehér zseton va

Most tegylink az eredeti két zseton mellé egy premstont. Ekkor a zsakban
négy lehetséges 0sszetétel lesz (ak leddi jeloli a hozzaadott piros zsetont): PPP, PPF,
PFP, PFF. Mind a négy lelisegnek 1/4 a valosdisége. Az el esetben 1
valosziriséggel huzunk P-t, a masodik és harmadik esetl®nalbszitiséggel, PFF
esetén pedig 1/3 valéstBeggel huzunk pirosat.

Ez alapjan P huzasanak a valéﬁzﬁfge:% EL+% % +% % +%% = % ami az dzéek
szerint csak Ugy lehetséges, ha a zsakban kétgsregy fehér zseton van. Tehat a piros

zseton hozzatételedt csak az egy piros egy fehér zsetondsszealétetdéeges.

Egyértelnti, hogy a levezetés hibas, de mi a hiba benne?

9



A levezetése elején Carroll azt allitja, hogy Pds#nak valbésziisége akkor és
csakis akkor 2/3 harom zseton esetén, ha a zs&iébauiros €s egy fehér zseton van. Ez
igy is van, tehat a piros zseton hozzdadasa uinj PPF, PFP, PFF lebségek kozil
a két kozép&e ez igaz. Azonban Carroll amikor megkapja a 2/&d huzasanak
valbsziriségére, akkor mind a négy lebsdget figyelembe veszi, és habar igy is 2/3-ot
kap a P huzaséanak valosmegeére, a hivatkozasa hibés. [1]

3.4. A Csipkerozsika-paradoxon

Csipkerozsika mar felébredt szazéves almabdl, maora hercege szereti a
valbsziriségszamitasi paradoxonokat, vagy csak élvezi Qsipkika ébresztgetését,
ezért ismét alomba kuldi egy dk. Vasarnap bead neki egy altatét, majd egy
hagyomanyos pénzérmével dobva meghatarozza ké&eletovabbi menetét. Ha fejet
dob, felébreszti héih és a kisérlet véget ér, de ha irast, felébrégtkin, majd Gjabb
altatét ad be neki, és kedden ébreszti fel ismsgipkerdzsika helyzetét tovabb rontja,
hogy a hercege egy kuldnleges altatot hasznal,yaamehéziaval jar, az alany nem tud
visszaemlékezni, hogy volt-e mar kordbban feléliveszés mas modon sem tudja

megallapitani, hogy milyen nap van, de a kisériehetével tisztaban lesz.
A herceg minden felébresztésnél felteszi neki seekdz kérdést:
»Mit gondolsz, mekkora a valos#isége, hogy fejet dobtam?”

Csipkerozsika szemszogglinarom eset lehetséges:

1. A herceg fejet dobott, és hétf ébresztette fel
2. A herceg irast dobott, és h@tfébresztette fel

3. A herceg irast dobott, és kedden ébresztette fel
A harom eset egyenrangu, ezért a herceg kérdékhkest a valasza.

Azonban ha hagyomanyosan megvizsgaljuk a pénzfékiph kérdésre a valasz nem
Csipkerdzsika szemszog@legyértelntien 1/2.

10



De most akkor mennyi a helyes valasz, 1/2 vagy 1/3?

Igazabol mindkét valasz helyes, a valaszok kulogeds#bbol ered, hogy két
kulonbod kérdésre felelnek. A valasz 1/2, ha csak simarafeldobast vizsgaljuk,
azonban ha Csipkerozsika kihallgatasat figyeljukedyes valasz az 1/3. Ezzel az
amnézias kis trikkel a herceg az irds dobasandkektiv valdszifiségét a duplajara
novelte, ezért Csipkerozsika szemsz@féaloban 1/3 a fej dobasanak valossiége.

A helyesnek valasztott valaszunk csak a kérdébmamesen mulik. [5]

11



4. Néhany fejtoré paradoxon

4.1.1. Monty Hall-paradoxon

A feladat a kdvetkgz Egy nyereményjatékban a jatékosunknak haromlajedil kell
vélasztania, amelyek kozill az egyik mogott a nyérgmvan, a masik kéttmogott
pedig semmi. HEszor a jatékos csak ramutat az egyik ajtéra, ddothigaldban
Kinyitna, a jatékvezét a masik két ajté kozul kinyit egyet, amelyik mdgdincs
nyeremeény. (A jatékvezéttudja, hogy melyik ajtd6 mogott van a nyeremény.) A
jatékvezed ekkor ajanl egy lehéséget, a jatékos moédosithatja a valasztasat a masik
még csukva l&¥ ajtéra. A kérdés, hogy megéri-e mabdositani.

Sokaknak furcsanak hangzik @&le a valasz, de minden esetben megéri valtani. &mik
a jatékos élszor valaszt a 3 ajtdé kozil 1/3 annak a valdsgge, hogy a helyes ajtot
valasztja, és 2/3 annak, hogy rossz ajtot valdszinban amikor a jatékvezekizarja a
masik két ajtd kozul az egyiket, amely mogott béztmncs a nyeremény, annak a
valoszifiségén nem véltoztat, hogy a jatékos altal valaszajtdb mogott 1/3
valdsziriséggel van a nyeremény, de mivel az biztos, hogmaelyik ajtdé mogott van
a nyeremény, ezért a masik ajto mogott a nyerdésxaiseg 2/3 lesz. Tehat ha valt
2/3 valbszitiséggel viszi haza a nyereményt, mig ha nem véakoprakcsak 1/3
valosziriséggel nyer.

A levezetés egyszélb megértését seqgiti az aldbbi  tablazat.
A kiszamitando valdsziiséget nem befolyasolja az a feltevés, hogy a jatékadig az

elss ajtot valasztja ékszor.
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- - - A jatékveze® | Ha a jatékos
1. ajto 2. ajtd 3. ajto o o
kinyitja modosit
nyeremeny semmi semmi 2. vagy 3. ajiot veszt
semmi nyeremeny semmi 3. ajtot nyer
semmi semmi nyeremeny 2. ajtot nyer

De miért szamit ez a feladat paradoxonnak?

A feladat ellentmond a ,j6zan ész logikdjanak”. égtiobb ember, amikor
elészor talalkozik ezzel a feladattal, tévesen azdgta, hogy teljesen mindegy, hogy
a jatékos valt-e vagy sem. A ,jo6zan ész logikajat’diktalja, hogy amikor a jatékvezet
kizarja az egyik ajtét, a helyes ajté eltaldlasanalészirige 1/2-re médosul, mert két
ajtd kozul kell valasztani és nem befolyasol semamitbzé valasztasunk. Azonban, ha
benéziink a szinfalak moége, lathatjuk, hogy az kigdrasa utdn nem tiszta lappal

indulunk, igy mindig megeéri valtani és 2/3 valosizéggel nyerink. [6]

A valosziniségszamitas azt diktalja, hogy mindig megéri valtate a
szerencsejatékosok vedelmére széljon, hogy az axelgztési valdsziiség pont az,
amikor az el§ megérzésink a helyes és ha megvaltoztatjuk a slirké akkor

vesztink. Minden szerencsejatékos ismeri ezt & rzest...

Tekintsiik meg a feladat néhany véltozatat!

4.1.2. Két jatékos

Ebben a véltozatban ugyanagy harom ajté van, egyemyény, de két jatékos.

El6szor mindkét jatékos valaszt egy-egy ajtot, de ngyan azt. Amelyik jatékos rossz
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ajtot valasztott az kiesik és a jatékvézetegmutatja, hogy a kiesett jatékos ajtaja
mogott nincs semmi. Amennyiben mindketten rossat ajlasztottak a jatékvezet
véletlenszdien donti el, melyikik esik ki. Természetesen ak@gék nem tudjak, hogy
mindketten rossz ajtot valasztottak-e. Miutan céa&k ajtd maradt, a jatékvedet
felajanlja a modositasi leltsteget a bentmaradt jatékosnak. A kérdés maradgia ré

megéri-e modositani?

A megle tény az, hogy most nem éri meg a jatékosnak mtadosi
Amennyiben modosit csak egy esetben nyerhet, h&reelsindketten rossz ajtot
vélasztottak, ennek valés#gege pedig 1/3. Tehat ha nem maodosit 2/3 valaseguel
taldlla meg a nyereményt. A konnyebb szemléltetdteké&ben ismét felitam a
lehetséges kimeneteleket egy tablazatba. Tegyikdgly az els jatekos mindig az 1.
ajtét, a masodik jatekos pedig mindig a 2. ajtOlasZja. Természetesen ez nem

befolyasolja a kiszdmitando valosizséget. [6]

. s s . Ha a bentmaradt
1. ajtd 2. ajto 3. ajtd Kiesik o o
jatékos maodosit
nyeremeny semmi semmi 2. jatékos veszt
semmi nyeremeny semmi 1. jatékos veszt
semmi semmi nyeremeny valamelyik nyer
4.1.3. N ajtod

Most a jatékosN darab ajtébdl valaszthat. &skor kivalaszt egyet, majd a
jatékvezeth kinyit egy masikat, amely mogott nem a nyereméany. \Ezutan a jatékos,
ha akar, modosithat a valasztasan, vagy kitartiediette. A dontés utan a jatékvexzet
Gjabb ajtot nyit ki, majd ismét modosithat a vatlasan, és ez igy halad, ameddig végil

mar csak két ajtd marad, amelyiket a jatékos épasgtott €s még egy. A kérdés az,
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hogy mi a lehét legjobb stratégia arra, hogy a jatékos végll hgyava nyereményt,

hanyszor, mikor és hogyan érdemes médositani?

Bapeswara Rao és Bhaskara Rao konyvikben bizaidktohogy a lehét

legjobb stratégia az, ha a jatékos addig az erddetesénél marad, amig mar csak ket

ajté marad, majd a legvégén valt. ig’\sljl\l_—l a nyerésének a valésisege. [7]

4.2, Pétervari paradoxon

A jaték a kovetkez Egy szabalyos pénzérmét addig dobalunk, amig feje
nem dobunk. Ha ez délsalkalomra sikerll, kapunk a banktél 2 dinart, hasodjara,
akkor 4-et, ha harmadijara, akkor 8-atkkedik alkalomra dobunk fejet akkor a banktol
2 dinart kapunk. Mennyi pénzt fizessiink a banknakeelhogy a jaték méltanyos

legyen? (A varhatdé nyereményunk O dinar legyen.)

A nyereményunk varhat6 értéke:

2 3 4 k
ED’Z+(£j E22+(1j E23+(£j E24+...+(1j (2" +..=1+1+1+1+..=
2 2 2 2 2

A nyereményink varhaté értéke végtelen. Ez azttieleogy a bank varhatéan végtelen
sok pénzt fizet ki nekink, tehat a jaték elejenimékis végtelen sok pénzt kellene
fizetnink a banknak, hogy a jaték méltanyos legysrert ez elég hihetetlennek és
irredlisnak hangzik. A levezetés matematikai szentimal teljesen helyes, de akkor hol
a hiba, miért mond ellent a megoldasunk a ,jozant legikajanak?

A problémat az okozza, hogy a varhatd értéket delégpe tartva szamoljuk, ezért

kapunk irrealis megoldast. Ha feltételezzik, hogpamknak véges sok pénz all a
rendelkezésére, akkor mar kézzel foghaté megokdfgsink. Ez a pénzdsszeg a példa
kedvéért legyen most 1 000 000 dinar (ha ennélabkéllene fizetnie a banknak akkor

is csak 1 000 000 dinart fizet). igy a varhatd eyeényiink a kovetkéz (2°>>1 000

000)
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2 3 19 20 21 22 k
1[2+ 1 22 + 1 23 +..+ 1 2% + 1 + 1 + 1 +..4 1 +...|00° =
2 2 2 2 2 2 2 2

k
1
R
=19+|kim (Ej [—)71 [10° =19+1907=21
— 00 1_7
2

20 21 22 k n

(Az (E +(1j +(1j +...+[1j +...egy mértani sorozat, afS, =a g
2 2 2 2 1-q

20
képlettel kiszamitottam a tagok dsszegét;(%j ,q= %))

Belathatd, hogy ebben az esetben ha 21 dinartifiked banknak, akkor méltanyos lesz
a jaték, ét, a bank még egy kicsit j6l is jar. Ez az eredmérdy teljesen elfogadhato.

[1]

4.3. A furfangos rab esete

,EQy szultan kegyes hangulataban ugy dont, hogivégkés eitt allé rab
sorsanak eldoéntését a vakvéletlenre bizza. A ragb5kB50 egyforma meérnetpiros €s
kék golydt, ezeket tetszése szerint szétoszthatjklire egyforma urnaba. Ezutan
bekotott szemmel véletlensien valasztania kell egy urnat (nem tudja a két turna
kivalrél megkulonboztetni), s abbdl ki kell huznia egy ygul Ha ez a golyd piros,
megmenekul, ha kék, kivégzik.”[8] Ha a rab a szaréagkedvedbben rendezi el a

golydkat, mekkora valészinséggel szabadul meg?

A logikus valasznak az 1/zrik, mivel mindkét golyobol ugyanugy 50-50
van, de van egy kis csavar a feladatban. A rabgakikaja van. Ha feltétel lenne, hogy
mindkét urnaba ugyanannyit (50-50 golyot) kell rakrvagy csak egy urnaja lenne a
rabnak, akkor valéban 1/2 valosiseggel keriilhetné el a halédlt. De mi a helyzet a

jelenlegi esetben?
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A rab bekotétt szemmel valasztjia az urnat, igy bihdkét urna
vélasztdsanak a valostigege. Ezzel nem tudselyhdz jutni. De a golyokkal igen.

Ha egy urnaban csak egy goly6 van, akkor csakzagtget hizhatja ki béle a rab, ez
egyertelnii. Tehat ha lenne egy urnaja, amiben csak egy goly® van, akkor ha azt

az urnat valasztja (aminek 1/2 a valofs#ge), akkor mar biztos megmenekul. A tobbi
golyot jobb lehdiség hijan kénytelen a masik urnaba rakni. Szaméijekre az
elosztasra a piros golyé huzasanak a valdisgmpét, ha az egyik urndban 1 piros, a
masik urnaban 49 piros 50 kék goly6 van. Terméseataz urnak sorrendje nem
szamit, mert kivati nem megkulonboztethigk.

4 =

Elg— 0,74747= 0,/5

[{e]

P==0+

N
N

(o]

Ez az elosztas esetén a rab majdnem 3/4 valoggi@lstnegmenekil. De

valéban ez a lehéiegmagasabb valésZiseg a rab megmenekilésére?

Ha megnézzik a tortszdmokat a koordinatatengebgdathatd, hogy két

egymas melletti tort kilonbsége, vagyis az——+1 (n egy természetes szam) érték
n n

, L , 1 )
n =1 esetén lesz a maximalis. Azért ebben az esetbem,an— sorozat, amikon tart
n

1-bél a végtelenbe, egy szigorian monoton csoékeorozat, de egyre kisebb

mértékben csokken, ezért a sorozat legelején aatg@gmb ez a kilonbség. Tehat
barhogy mashogy osztjuk szét a golyokat, ezzel bodgtosztassal novelhetjik

legjobban a piros golyd hlzasanak a valdss#gét. Ameddig a rab kénytelen mind a
100 golyot belerakni az urnaba addig ez a legjebhbtisége.
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4.4. A Bertrand-féle paradoxon

A feladat a kovetkdz Rajzoljunk egy koért és taldlomra valasszuk Ki
valamelyik huarjat. Mekkora annak a valdésisége, hogy az altalunk talalomra

kivalasztott har hosszabb, mint a korbe irt szadmharomszdg oldala.

A paradoxont az okozza, hogy harom, egyforman teretésnek és logikusnaknt

levezetés teljesen mas megoldashoz vezet.
1. lehetség(l. abra)

Véalasszunk ki egy tetéleges hart, majd rajzoljunk két szabalyos
hadromszdget a korbe ugy, hogy mindkét haromszogssaganak egyenese teges
legyen a harra. (A két haromszég nem fedi egymdgy) a hur akkor szamit a
haromszog oldalanal hosszabbnak, ha a két haromaiafga altal kozrefogott tertleten
kivil helyezkedik el. Ha a magassagegyenes alagf@szamitjuk ennek a

valosziriségét, akkor 1/2-et kapunk.
2. lehetség(2. abra)

Talalomra valasszunk ki egy hurt a haromszogbesjd majzoljuk meg a
korbe a szabalyos haromszoget agy, hogy a haromeg§ik csucsa a hur egyik
végpontja legyen. A kor keruletét vizsgélva a hamegyend hosszu iv kdzul csak a
ponttal szemkoztes iv esetén lesz a hur hosszaddalzalyos haromszog oldalanal.

Geomatriai valosziiséggel kiszamithatjuk, hogy ennek a val6ézége 1/3.
3. lehebtgés(3. abra)

Talalomra valasszunk ki egy pontot a kdrben eggtesl eloszlas szerint.
Minden ilyen pont pontosan egy huart hataroz meggpedig azt, amelynek a
kozéppontja. Ezek a harok akkor lesznek hosszalbaktrbe irhaté haromszog
oldalanal, ha a kozéppontjuk a haromszogbe beirkérébe esik. A szabalyos
haromszog beirhatdé és kortlirhatd kérének sugarar@ky sugararanya 1/2, tertleteik
aranya ezért 1/4. Tehat ha ezzel a modszerrelaljp&ga hurokat, 1/4 valésziséggel
lesz a hdr hosszabb a kérbe irhaté szabalyos haégneddalanal.
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(1. abra) (2. abra) (3. abra)

A paradoxont az okozza, hogy a ,taldlomra valaszidncs egyértelrien
definialva. Igaz, hogy valamiféle egyenletes elasgal bir, azonban a feladat nagyon
jol rdmutat arra, hogy egyéltalan nem mindegy, hodgek az egyenletes eloszlaséat
vizsgaljuk. Az el§ esetben a kérlapon, a masodikban a kor kerlletém,a harmadik

esetben egy pontnak a kor terlletén vizsgaljulegyenletes eloszlasat. Ez vezet a
harom kilénbo& eredményhez. [1]
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5. Osszefoglalo

A ruletthez kerestem nyerési stratégiakat az meten, amikor ékzor
talalkoztam a valOsziiségszamitasi paradoxonokkal. Nagyon érdekesnekataléa
témat, ezért is irtam ebba szakdolgozatom. Személyes kedvencem a Bertiféhal-
paradoxon, ezt taladlom a legérdekesebbnek és ¢ggrkicsit dsszetettebb is, mint a
tobbi. Ezért is hagytam a végére, hogy a folyanatosomplikalédd paradoxonok
csucsa legyen. De az egyssdy paradoxonok is tudnak érdekesek lenni, példaul a
Simpson-féle paradoxonhoz hasonldé a szakdolgozaiéth nem is jutott volna az

eszembe.

Szerintem két dolgot nagyon j6l bemutatnak ezpiradoxonok, etsorban
azt, hogy a vilagunk messze nem tokéletes. Elestirdn sokszor keruliink mi is
paradoxonokba, akar egy dontés folyaman, akareméiyink mond ellen valaminek,

a paradoxonok mindig ott lihegnek a nyakunkban.

A masik fontos dolog pedig amit nekem megtanikotparadoxonok az az,
hogy ha néha elsiklunk a nagyon apro részletekt iétecsak a Iényegre koncentralunk,

nem vagyunk sirszalhasogatoak, akkor megkimélhetjik magunkat édejfgjastol.
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